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Questioni di tangenza con metodi (molto) elementari
Alessandro Foschi

Riassunto F convinzione abbastanza diffusa, come ci & capitato di costatare,
che il coefficicnte angolare di una retta tangente a una curva possa essere cal-
colato solo o con I’uso delle derivate, o, come nel caso delle coniche, attraverso
I"annullamento del discriminante di un’opportuna equazione di secondo grado.
Mostriamo allora come, con un metodo algebrico concettualmente molto sem-
plice, si possono sia dimostrare alcuni particolari e classici risultati del calcolo
differenziale, sia capire situazioni generali un po’ pitr impegnative. Gli argo-
menti di questo intervento sono adatti gidl per una seconda o terza liceo scienti-
fico, o per altti contesti scolastici dello stesso livello.

Abstract It is a fairly spread belief, as we have noted, that it is possible to find
the slope of a tangent straight line to a curve only by computing the derivative
of a function, or, as in the case of conics, by the vanishing of the discriminant
of an opportune equation of degree two. So we point out how, by a conceptu-
ally very simple algebraic method, we can proof some classical results of the
differential calculus and understand a little more demanding general situations.
The arguments in this article are already suitable for the second or third year of
a scientific high school, or for other school contexts at the same level.
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1. Introduzione

Chiacchicrando con otto colleghi di diverse scuole superiori, uno per volta, ¢
osservando 1’operato delle matricole durante le nostre lezioni di matematica per
1 corst di laurea in Farmacia, Chimica e tecnologia farmaceutiche, Ingegneria
biomedica’, abbiamo riscontrato quanto sia piuttosto diffusa la convinzione che
il caleolo del coefficiente angolare di una retta tangente a una curva possa av-
venire solo o con il calcolo di una derivata, o, come nel caso delle coniche, con
Pannullamento del discriminante di un’equazione di secondo grado. In partico-
lare, quasi tutti gli insegnanti con cui abbjiamo parlato non sospettavano, al di 1a
dei metodi sopra citati, che & possibile dimostrare per via molto, ma molto cle-
mentare la ben nota formula m = 2axy + b per il coefficiente angolare m di una
retta tangente a una parabola di equazione y = ax’+ bx + ¢, in un punto di coor-
dinate (xp, yo). Dei docenti consultati, solo una collega ci ha indicato che in un
recente libro di testo?, per il caso delle coniche, aveva notato un metodo pil “e-
conomico nel calcoli” rispetio all’annullamento del discriminante, ma che co-
munque’ lei preferisce insegnare i procedimenti classici di cui si & detto sopra.
Sfogliando il libro segnalato, abbiamo costatato che il metodo ivi presente, nel
capitolo sulle parabole in un paragrafo dal titolo “Formula di sdoppiamento”,
risulta meno consigliabile o difficilmente generalizzabile in diverse situazioni.
Cosi abbtamo pensato a questo intervento da inserire nei programmi di una se-
conda o ferza liceo scientifico, perché, come vedremo, & di fatto possibile svol-
gere numerosi problemi relativi alla tangenza fra rette e curve, o fra curve e
curve, con gli strumenti di un primo biennio di liceo, fra cui anche problemi
che nella pratica didattica del triennio iniziale di un liceo vengono evitati per-
ché si pensa necessaria ’introduzione del calcolo differenziale. Per chi fosse
interessato alle diverse possibilita di risolvere problemi di tangenza con metodi
elementari, segnaliamo pure, oltre il testo cilato in nota 2, due ulteriori articoli
di Maria Greco Caliri’ ¢ di Fabrizio Masullo®. I primo descrive una tecnica

'Y primi due presso 'universiti “La Sapienza” e il terzo presso il Campus biomedico, en-
trambe universitd di Roma. _

2 Bergamini M., Trifone A., Barozzi G., 2009, Corso base blu di matematica, moduli SLN
in volume unico 3, Zanichelli, pp. 179 ¢ segg.

3 Greco Caliri M., 1973, Equazione della tangente a una curva, Archimede, anno XXV,
Settembre — Dicembre, 5 — 6, anno LXX di /! Bollettino di matematica, pp. 301 - 303.

* Masuilo F., 2009, Proprietd ottiche e derivate della parabola ¢ dell’ellisse, Progetto Ali-
ce, 1 vol. X, pp.+303 - 310,
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elementare vicina a quella che qui offriamo ma che necessita dell’algoritmo
della divisione fra polinomi, algoritmo non molto amato dagli studenti ¢ talvol-
la tralasciato pure daghi insegnanti; il secondo, limitato ai casi di parabole ed
ellissi, prende le mosse dalle interessanti proprictd ottiche di quesie coniche,
ma poi ha bisogno di richiamare alcune nozioni, perd non difficili, di trigono-
metria. Visto che il primo articolo & piuttosto datato e forse di difficile reperibi-
Iitd, ne riportiamo a grandi linee il metodo nell’ultima sezione.

Oltre a rappresentare una feconda opportanita didattica per introduire un
tema matematico importante in termini elementari, per far pensare gli studenti,
farli calcolare in maniera ragionata, proporre loro attivita di sperimentazione,
spingetli a formulare ipotesi e talvolta a dimostrarle, I’argomento qui esposto si
rivela utile per trattare in modo molto semplice 1'analisi per via geometrica del-
la natura delle radici di un’equazione di terzo grado. Offriamo tale studio per
un paragone con il punto di vista diverso nell’articolo recente di Massimo Gen-
chi su Progetto Alice’.

Non consigliamo di aggiungere le idee sviluppate in questo articolo ai cor-
renti programmi di geometria analitica; piuttosto suggeriamo di sostituirle a
quei molteplici esercizi, presenti in tutti 1 testi scolaslici, che prendono a prete-
sto le coniche o le equazioni di luoghi geometrici e poi sfociano in vuote eser-
citazioni di mero calcolo.

2. Questioni di tangenza
2.1 Una prima attivita di ricerca per gli studenti

Col metodo semplice che vedremo, per avviare l'attivitd degli studenti,
I’insegnante dimostri in classe le ben note formule m = 2xo, senza alcun bi-
sogno di derivare, ¢ ¢ = — xo°, relative al coefficiente angolare m ¢
all’intercetta g di una retta di equazione y = mx + g, tangente in un punto di
coordinate {xop, yo) al grafico di una parabola con equazione iniziale y = X

La spiegazione pud procedere come segue: la coppia di coordinate
(xo0, yo) deve essere soluzione del sistema composto dall’equazione della ret-
ia e dall’equazione della parabola. Tale sistema ¢ risolto non appena si co-
noscono le soluzioni dell’equazione x* — mx — g = 0. La condizione di

> Genchi M., 2010, Risoluzione qualitativa dell’equazione di terzo grado, Progetto Alice, 1
vol. X1, n. 31, pp. 131 ~ 152.
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tangenza ¢ equivalente al fafto che il polinomio di secondo grado a primo
membro abbia x, come radice doppia: x* — mx — ¢ = (x —~ xg)° = 0. Svilup-
pando il quadrato nel secondo membro e uguagliando i coefficienti dei mo-
nomi con lo stesso grado, si ottengono appunto le formule: m = 2xg ¢
q=- X()z.

Da questo primo esempio, come test di autoverifica, si pud chiedere agli
studenti di ripetere il ragionamento con ’equazione y = ax?. 1l sistema sud-
detto fornisce I’equazione ax” — mx - g = 0 ¢, ragionando come prima, otte-
niamo: ax® — mx — g = a(x — x)* = 0. Lo sviluppo del quadrato nel secondo
membro e I'uguaglianza tra i coefficienti dei due polinomi, fornisce loro le
soluzioni m = 2axg ¢ ¢ = — axy’

A questo punto gli studenti dovrebbero essere pronti per passare al caso
di parabole con equazione y = ax™+ bx + ¢, ma prima vale la pena di insiste-
re sugli esempi con i monomi x" e ax”.

Siano dunque y = x° e y = mx + g, rispettivamente, le equazioni di una
cubica e di una retta che supponiamo tangente alla cubica in un punto di co-
ordinate (xg, yo). 1l sistema composto dalle due equazioni porta all’unica e-
quazione X~ mx — g =0, che deve avere tre radici reali, x;, x; € x3, di cul
almeno due coincidenti x; = x3 = xo, pari, appunto, all’ascissa del punto di
langenza.
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3 2 . .
Pertanto: x° — mx — ¢ = (x — xo)° (x — x1) = 0. Sviluppando il secondo mem-
: 3 3 2 2
bro si ha: x’ —mx — g = x — {2xo + x1) x" + (,:r()"‘1 + 2 xoxpx — Xo' xy = O,
I.’uguaglianza dei coefficienti si traduce in:

_ 2 — 02 A2 _ 9,2

—m=xg £ 2xpx, = —m=xg —dxy = {m=3x;

— = —x P _ 3 _ 3
q="XoX q=-2x q==2Xy

Osserviamo che il sistema ci fornisce sia i coefficienti della retta che
1’ ascissa dell’ulteriore punto di intersezione tra la retta e la cubica.
Ripetendo, per esercizio, con la cubica di equazione y = ax’, gli student1
possono arrivare facilmente al risultato che pil interessa:
m=3ax’
0
g =—2ax;
Una volta analizzati questi due esempi si pud provare a far congetlurare agli
studenti cosa accade se prendiamo le curve definite dalle due equazioni y =
x" ¢y = ax* Icalcoli sono un po’ lunghi, un po’ nolosi, ma non impossibili
da analizzare in classe, ¢ per una volta vale la pena di affrontare tale sforzo.
Qui ne facciamo il sunto, indicando con xo, xu, X1, X2, le quattro radici
dell’equazione (xg & doppia per la condizione di tangenza) ¢ ponendo, in

tutta generalitd, x; = @ + fi e x, = a — fi, avendo indicato con ¢ e ff due
qualsiasi numert reali e con 7 lunita immaginarias:

x4~»mx—q:(xw»x0)2 {(x —x1) (x—xg):(x—xo)2 (x—a—-Bi Yx—a+f)=
=1 =200 + @) 24 (o + 4 xoo + a2+,b’2) X~ 2x(xo0t + a2+[32)X+
+ xoH(o? +ﬁ2) = 0.

1l confronto tra i coefficienti del primo e del quarto membro c¢i fornisce:

6 S pon sono stati introdotti i numeri complessi, si pud fattorizzare in questo modo:
el . . . [
M emx-ge (- XY (6 + bx + ¢); poi si procede in maniera analoga.
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Xg+@=0 a=-x,
xg tdxor ot + 4 =0 B =2x]
2 2 = 37
m=2x, (x0a+a + /5 ) m=4x;
g=-x3la? +?) g =-3x

e si deduce pure che la retta tangente non ha, nel piano cartesiano, ulteriori
intersezioni con la curva oltre il punto di tangenza.

A questo punto & utile indurre gl studenti a costruire tabelle che aiutino
a visualizzare le regolarita che la situazione presenta e a ipotizzare cosa pud
accadere nel caso generale (solite notazioni: ¥ = mx + g, per 'equazione
dellaretta; y = x" e y = gx" per le equazioni delle curve considerate):

x" m q

x 1= 1x° 0

)C2 2}60 "_"l.)\.-ﬂz

x 3x02 - 2X{)3

% 4x03 —3x04

xn nxon -1 _ (i’l R 1) JC{)”
ax” m q

ax a = laxg 0
ax2 2axo -1 aX02
ax” 3axo” - 2axg3
ax” 4axy’ ~—3ax04
ax' naxg' "' —(n—1)axg

In generale, I’equazione della retta tangente a un curva y = ax" , nel punto

di coordinate (x, Yo), €

y=naxy ' x—(n-1)ax

oppure

y=naxy' 'x+(1-n)ax’.

Per una questione mnemonica, & interessante osservare lo scambio di ruolo
esponente < coefficiente dei numeri n ed 7 — 1 (con un cambio di $egno).
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Non c¢i sembra il caso, a questo livello, di andare al di 1a delle precedentl
osservazioni ¢ delle consideraziont intuitive che ghi studenti possono pro-
porre per completare le tabelle sopra riportate, purché si sia reso chiaro che
tale risultato pud essere considerato solo una congettura. La dimostr azione
generale pud esserc rinviata all’introduzione del calcolo differ cnziale.

2.2 E la ricerca continua... funzioni razionali intere

Un ulteriore passo consiste nell”analisi teorica della situazione in cui si con-
siderano una retla e una parabola, di rispettive equazioni y =mx + g ¢ y =
ax*+ bx + ¢. Come prima, supponiamo che la retta sia (angente alla parabola
in un punio di coordinate (xg, yo). La coppia di coordinate deve allora essere
soluzione del sistema tra I’equazione dclla retta e I’equazione della parabo-
la, sistema equivalente all’ cqudnonc ax’ + (b - m) X+ ¢ 4= 0. La condi-
zione di tangenza implica: a +(b-m)x+c-q=alx- xo)’. Dallo svilup-
po del quadrato a secondo membro ¢ I’ uguaghanm dei coefficienti der ter-
mini dello stesso grado si ottengono le condizioni:

2
o= 2axg+ b e g =C—axe .

Cosicché I’equazione generale della relta tangente alla parabola in un punto
di coordinate (xo, yo) &:
y = 2axg +byx + ¢ - axoz.

Lo stesso procedimento, in teoria, pud essere utilizzato per calcolare il coef-
ficiente angolare di una retta tangente a una curva definita da un qualsiasi
polinomio, ovvero nel caso di funzioni razionali intere. Come vedremo, se ¢
semplice capire I’idea teorica, per il calcolo di una formula, invece, gid
dall’cquazione di una cubica i calcoli necessarl 1 appesantiscono. Pero pos-
siamo chiamare in aiuto un computer su cui sia mstallalo per esempio, i
software Derive. Vediamo esplicitamente, “a mano”, i calcoli nel caso di
una cubica: un esempio Lullo sommato fattibile. Siano quindi date le equa-
zionli y=mx+g € y=ax *+ bx’ + cx + d , rispettivamente di una retta ¢ di
una cubjca. Vogliamo calcolare il coefficiente angolare m e I'intercetta ¢, se
la retta & tangente nel punto (xo , yo) alla cubica data. Dal sistema
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[ y=mx+gq
3 2
Iy =ax” +hx" +ex+d
si ricava equazione ax’+ bx” + (¢ — mx + d — g = 0. La tangenza nel punto
(%0 , o) si traduce sempre nel fatto che il polinomio a primo membro ha xg

come radice doppia: ax’+ bx* + (¢ — m)x + d ~ g = alx — x0)Hx ~ x1) = 0.
Sviluppiamo il prodotto a(x — x)*(x — x1) € uguagliamo 1 due polinomi:

ax’+ bx* + (c—mx+d-g¢g= ax’ — a(2xg + xy) P a(xe” + 2 Xo X)X — Xo° X1

Dall’'uguaglianza dei coefficienti si otticne: c—m= a(xo + 2xgx )

2
d—g=-xix

X, =—2ax, —b
da cui ne deduciamo: < ¢ —m=—x,(3ax, + 2b) = m=3ax; +2bx, +c.

q=d—2ax; —bx;

A questo punto ci si pud porre la seguente domanda: possiamo, da un con-
fronto di questi casi, trarre una qualche regola generale per calcolare 1a retta
tangente a una [unzione razionale intera y = P(x)? Come sempre una tabella
puo aiularci:

Polinomio P(x) Coefficienti retta tangente
m q
a1 X + ag a; = lay -x{}o y
an x2+a1x+a(} 2612)({]-*-&'1 ado — 161!2.?C02

3 3 )
as x +a2x2+a1x+ao 3a3x02+2a2x0+a; g — 2a3 Xo'— las Xo

.‘.) .

-1
X+ a1 X+ +ap ?

Gli studenti possono supporre che 1 coefficienti dell’equazione generale del-
la retta tangente alla curva di cquazione y = @, x" + @y 1 x" "' +... + @, in
un punto di coordinate (xo, yo), sono:
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-1 - -3
me=adyxg v =D an_1x" -2 e xg"

-2 2
— = lag X0

g=dap—(n—1)a, 50" = (1 =2 ttyo1x8" " = (1 —3) a2 X5
Il procedimento illustrato ha quindi il merito di condurre a ipotizzare formu-
le che permettono il calcolo diretto dell’equazione della retta tangente, in un
punto (xg, Yo), al grafico di una funzione razionale intera, utilizzando solo
nozioni di algebra a livello delle prime classi del liceo. Si tratta di
un’attivita che si pud premettere quale primo passo verso quanto verrd poi
affrontato in generale ¢ in modo pid rigoroso al quinto anno con Puso delle
derivate. E, anzi, proprio il fatto che per il calcolo di m si sia proceduto con
un metodo in parte empirico, con osservazioni e analogie su casi singoli e
facilmente gestibilt da un punto di vista computazionale, che tramife una
dimostrazione rigorosa in tuili i dettagli (il metodo & difficilmente genera-
lizzabile i un discorso per polinomi qualsiasi e di qualunque grado), puo
essere un pretesto valido per introdurre, quando sara il momento, il calcolo
differenziale.

Come vedremo in aggiunta, tale metodo pud essere sfruttato anche per
svariate funzioni che non siano razionali intere e per ulteriori suggerimenti
didattici di interesse. Vediamo intanto un altro esempio per {unzioni poli-
nomiali in cul il metodo si rivela efficace in situazioni che di solito vengono
escluse dagli studi delle prime classi di liceo e che ora possono invece farne
parie.

Esempio 2.2.1 Scrivere ['equazione della parabola con asse parallelo
all’asse y, passante per il punto A0, 2) e tangenie nel punto B(1, 0) alla
curva di equazione y = x* + 3x" — 5x + 1.
Sol. I punti A e B appartengono alla parabola, pertanto la sua equazione in
generale & y = ax’ — (¢ + 2)x + 2. Nel punto B le curve devono avere la
stessa rella tangente di equazione y = mx + ¢. Per la tangenza alla parabola
¢ all’altra curva, e la formula sopra riportata, si oltengono rispettivamente le
condizioni: m = a - 2 ed m = 5. Si deduce quindi che ¢ = 7. La parabola,
allora, ha equazione y = 7x° — 9x + 2.

In alternativa, anche se questo modo di procedere implica pid calcoli, dal
sistema:

y=x"+3x> =5x+1

y=ax’ —{a+2)x+2
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si ottiene I'equazione G = @) + (g - 3)x ~ 1 = 0. Conviene dividere il
polinomio a primo membio per x — I e considerare 1l quoziente:

Paxtr@-ax+1=0.

Poiché x = 1 deve essere ancora radice, basta sostituire 1 nell’equazione per
ottenere g = 7.

2.3 Fin dove possiamo spingerci?

Sviluppiamoe in questa sezione alcuni esempi di applicazione del metodo
sopra descritto con funzioni razionali fratte, funzioni nrazionall, specifiche
funzioni trascendenti ¢ curve definite da equazioni sotto forma implicita. In
particolare, chiuderemo questa sezione sviluppando il calcolo teorico, abba-
stanza impegnativo, delle refle tangenti a un’ellisse in due suor punti di u-
guale ascissa data (esempio 2.2.8), per aprire al lettore un confronto con il
metodo diverso approfondito in: Masullo I, 2009, Proprieta otliche e deri-
vate della parabola ¢ dell’cllisse, Progerto Alice, 1F vol. X, pp. 303 — 310.
Alcuni degli esempi sono mirati a dimostrare formule la cai conoscenza pud
pol semplificare la risoluzione di svartati problemi collegati.

Esempio 2.3.1 Scrivere l'equazione della retfta tangente al grafico della
: . 1, o
curva di equazione y =— in un suo punto di ascissa xo.
X

Sol. Dal sistema:
1
y=
X
y=mx+qg

si arriva all’equazione: mx” + gx — 1 = 0. Per la condizione di tangenza pos-
. . 2 2 2 . L.
siamo scrivere: mx* + gx — 1 =m(x — xp)° = mx" — 2mxox + mxo”, ¢ quindi ri-

cavare g = — 2mxp ed mxez = —1. Si ottiene cosi la ben nota formula
1 , 2 . 1

m=—-—-, cinoltre g = —. La retta tangenlc ha ecquazione: y = ~—x+-—.
Xp Ay Xy Xo
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Esempio 2.3.2 Scrivere ['equazione della retta tangente al grafico della

. : S 1
curva di equazione y = nel suo punito di ascissa xg = 5

3x+2
: : . !
Sol. La curva data passa per il punto di coordinate [5,0}. Anche la ret{a
tangenie passa per questo punto, quindi la sua equazione y = mx + g divie-
m

ne: y=mx— ER Dal sistema:

_2x-1
Ix+2

y

"
Y = IME
2

si ottiene la condizione 6mx” + (m~4)x —2(m—~1)=0. Per la condizione di

2
. 1
langenza si deve avere: Gmx> +(;'n.m4)x—2(m—1):6:11[)(—5J . Ovvero:

3 ,
6mx? +(m—4)x 2(m —1)= 6mx® — Gmx + ~2~m . Questo vuol dire che:

m—4=-6m

3 _4 __2 42
—2(m~1)=5m = m_7 = ‘]”_7 = y=—Xx——.

7 7

Esempio 2.3.3 Scrivere 'equazione della renta tangente al grafico della

3 2
. . 2x7 +3x7 +1 : .
curva di equazione y = — nel punto di ascissa xg = 0.
x —

Sol. L’equazione della retta tangente & del tipo: y = mx ~ 1. Dal sistema:

B 2xt +3x% +1

x=1
y=mx—1

. . 3 . .
si ha Iequazione 2x* + (3 — m)x® + (m + 1)x = O che, considerata la condi-
zione di tangenza, deve avere tre soluzioni: xo = 0 (doppia) e x
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(I’ulteriore ascissa di infersezione); ovvero:
3 2 2 A3 2
20+ B =mx A+ (n+ Dx=2x"(x—-x1) = 2x = 2xx".

Dal confronto dei coefficienti del primo e del terzo membro si otticne:

3-m=-2x Xy =2
4
m+1=0 m=-1
¢ quindi la retta richiesta ha equazione y = — x — 1 ¢ interseca la curva inun

altro punto di ascissa — 2.

Esempio 2.3.3 Trovare i punti in cui la tangente al grafico della curva di

. x+2 . .
equazione y = ha il coefficiente angolare — 2.

Sol. Dal sistema:
x+2

y:
X

y=—-2x+g

si otuenc I’equazione 207 + (1 - )x +2=0. La condmonc di tangenza im-
plica: 25 + (1-gx+2=2x—- xo) = 2x" — dxox + 2)@0 L OVVEro:

1—g=-4x, g=5v g=-
2 3
2x5 =2 Xg =1
Esempio 2.3.4 Scrivere I'equazione della retta tangente al grafico della
curva di equazione y =~x in un suo punto di ascissa xo.
Sol. Dal solito sistema si ricava 1’equa7ionc\[—' =mx + ¢ ; quindi si passa,
souo opportune cond1/10m all’equazione x = m*x* + 2mgx + ¢*, e poi a

mx* + (2mg — 1)x + q =0. Perla [angenz_a m ¥+ (2mg —~ 1)x + qz— mx* +
~ 2mixox + m 2% cosicché risulta: m “xot = q ¢ 2mq — 1 =2m xg Per le
condizioni del problema, g = mxg ¢, sostituendo: 2m* xo—1=— 2m* xg. Fi-

. 2 o 1 :
nalmente si arriva a dm™xo— 1 =0, cloe a: m= . La retta ha equazione:
240 Xg
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]

Ny

Esempio 2.3.5 Determinare la curva di equazione y = ¢* + ax® + bx tangen-
te alla curva di equazione y = " - x* + 3x 2 nel punto di coordinate (1, e).
Sol. La condizione di passaggio nel punto (1, ¢) per la prima curva si tradu-
ce in b = — a, portando al sistema:

1
.X?+— x().

- 3
y=e¢ +ax’ —ax

y=e' —x? +3x—2

Risolvendo, st arriva all’equazione ax’ + x4 (~a — 3)1 + 2 = 0.1l polino-
mio a primo membro deve essere divisibile per (x — 1%, quindi:

ax® + 35 + (—a-3x+2=alx- 1)2(x—x1)
ax® + 3t + (—a-3x+2= ax® — a(x, + .’2)x2 +a@x; + Dx—axy .

Uguagliando i coefficienti, si ottiene e si risolve 1l sistema:

—alx +2)=1
a(x, +2) —afx, +2)=1 2-2a=1 a,:l
a(2x, +1)=-a-3 , = : = 2
_.ax1:2 ma)tl:z‘ _ax};z XI:“"4

x* x
Pertanto 1’equazione della prima curva & y=¢” +7——£, che interseca la

seconda curva nell’ulteriore punto (- 4, ¢ )

Altrimenti si pud osservare che il polinomio ax’ + X2 +(—a-3)x+2si
annulla per X = 1. Dividendolo per il binomio x ~ 1, si ottiene il polinomio
quoziente ax® + (¢ + x — 2, che, per la condizione di langenza deve ancora
annullarsi per x = 1; ovvero si deve verificare: a + a + 1 -2 =0, ciog

1 : .
a= 5 (O ancora si potrebbe scrivere ax® + (a+ Dx-2=alx—x)x-1),

poi uguagliare i coefficienti dei monomi con lo stesso grado, ecc.).
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Esempio 2.3.6 S’uweie Pequazione della retta tangente al grafico della
curvg di equazione x 3 —xy + 1 =0 nel suo punio di ascissa xo = 2.

: . . 1
Sol. La curva data passa per il punto di coordinate (2,—5 . Anche la retta
langente passa per questo punto, quindi la sua equazione y = mx + ¢ divie-

1 )
ne: y=mx - 2m— 5 Dal sistema:

xzy—xy~§~1:()

I
y=mx-—-2m-—
2

si passa all’equazione 2mx’ — (6m + Dx? + (4m + 1x + 2 = 0 che, per la
condizione di tangenza, deve avere tre soluzioni: x, = 2 (doppia) ¢ x;
(Iulteriore ascissa d1 micncaonc) Quanto appena detto si traduce
nell’uguaglianza: 2mx - {6m + I)x + {(4m + 1x + 2 = 2m(x — 2) (x — x1).
Del resto: 2m(x — 2) (x = x1) = 2mx® — 2m(x; + 4)x + 8mix; + Dx -~ 8xym. 1
confronto con 1 coefficienti del primo polinomio fornisce:

2m{x, + 4)=6m+1 m= 3
8mlx, +1)=4m+1 = 4
—8xym=2 l :“g

. 3 . .
La retta cercata ha equazione ymzx—Z ¢ interseca la curva in un altro

. 1
punto di ascissa "3

Esempio 2.3.7 Suwere le equazmm della retta tangente e della normale al-
la curva di equazione x” + y* +2x — 6 = 0 nel punto di ordinata 3.

Sol. 1l punto di tangenza ha coordinate (-1, 3). L’equazione della retta & del
tipoy = mx + m + 3. Dai sistema tra le eqm.flom della curva e della retta si
ottiene: x* + m%x” + 2m* + 3m + Dx+m’ +6m+3=0.1 polinomio a pri-
mo membro 51 deve fdttouualc nel prodotto (x + 1)%(x — xy), che sviluppato
¢ uguale a X+ (2 - x;)x + (1 = 2x;)x — x;. Pertanto si arriva al sistema;
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mt=72- X "= — S
2 at)e ooy =
Z(m 2 |-31‘-}I+ 1) I=2x, > a7
m°+6m+3=—x

. 5 13 . :
La retta tangente ha equazione y = —?x + " e interseca la curva in un aliro
3 ¢
N 21

.o 47 .
punto di ascissa x; = 5?; la retta normale ha equazione y = —S—x +—§~.
J

Esempio 2.3.8 Tangenti a un’ellisse’. Determinare la retta tangente a

2 2
un'ellisse di equazione %4__}_5_ =1 nei suoi due punti di ascissa xo.
a” b
Sol. Dal sistema:
y=nx+gq
e
a* b*

si arriva all’equazione: (a@*m* + b2 + 2a2qu + <:12(qr2 ~ %) = 0. Per la tan-
genza: (a.zm2 + bz)x2 + 2a2qu + c1r2(q'2 - bz) = (a21712 + bz)(x - X[))z; OVVvero:

bx

m = b

2a%mg = -2x, (c:czm2 + bz) = ava® -x;
a’lg* - b* mxg(azmz+bz) g=F ab

at —x5
Le equazioni delle rette tangenti sono dunque:
bx, ab bxg ab
y= e © ye- 2 X+ 2 2
a\/az—xg‘ \/azwxg a\/az—xo \/a - X5

? Per approfondimenti e per un metodo diverso da quello qui esposto, il lettore pud util-
mente consultare: Masulle F., 2009, Propriethd ottiche ¢ derivate della parabola e
dell’ellisse, Progetto Alice, I vol. X, pp. 303 - 310.
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che possono essere riscritte come:

bx, ab bx, ab
= 2x_—y:~—————-~ e s X b YT "2‘
aafa _.r‘\,'o az —xg 4] 612 “‘“xg 612 "‘xo

. . : . b
Dividendo per il termine noto ¢ considerando che Yo =E—aJa’ —x7 , otie-
a

niamo infine la cosiddetta formula di sdoppiamento per Pellisse, molto co-
moda per scrivere in modo semplice ¢ diretto le equazioni delle rette richie-
sie:
XX y
02 + YOZJ 1
a b

3. Sulla natura delle soluzioni delle equazioni di terzo grado

Il metodo sopra illusirato offre uno strumento elementare per capire la natu-
ra delle radict di un’equazione algebrica di terzo grado per via geometrica®.
Questo argomento pud essere oggetto di una proficua attivitd di Problem
Solving (magari fornendo qualche indicazione agli  studenti) o di
un’esercitazione condotta dal docente e partecipata dalla classe. Qui ci limi-
teremo alle equazioni cubiche della forma particolare x* + px + g =90, la-
sciando al lettore 1 dettagli nel caso dell’equazione cubica generale’.

Le soluzioni dell’equazione possono essere viste come soluzioni del si-
stema:

3
y=x
yE==px—q
Una prima domanda: quando la retta di equazione y = - px — g , che passa

per il punto di coordinate (0, - ¢), & tangente alla curva y = x*? Secondo

¥ Sulla base delle indicazioni qui fornite, si potrebbe chiedere agli studenti di adattare il
metodo anche afle equazioni di secondo grado, ritrovando per via geometrica le ben note
condizioni algebriche che determinano Ia natura delle soluzion.

? Per approfondimenti e per un metodo diverso da quello gui esposto, il lettore pudy util-
mente consultare: Genehi M., 2010, Risoluzione qualitativa dell’equazione di terzo grado,
Progetio Alice, 1 vol. XI, n. 31, pp. 131 - 152,
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quanto sviluppato in precedenza, indicando con (xo, yo) 1l punto di tangenza,
deve accadere:

p = —3x§
q=2x;
Yoy
Possiamo osservare che: (%) +(§1) =—x5 +x%=0. La retta tangente,

guindi, ha equazione y = 3[%) x—¢ . Una volta individuata la retta tan-

gente, possiamo dividere il piano cartesiano in due zone, cosi come illustra-
to in figura: una chiara ¢ una d’ombra (ira la retta tangente ¢ 'asse y delle
ordinate}.

k 4

(09 "'Q)
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La figura ci suggerisce di confrontare le direzioni delle rette in gioco y =

'?/’-}
—-pX—q ¢ y=3 [%) x —gq, rispeltivamente determinate dai coefficienti

2/3
angolari —p e 3[%] - Assieme alla considerazione del segno di g, tro-
viamo quindi un criterio completo per riconoscere la natura delle radici
dell’equazione cubica in esame, che poi possiamo caratlerizzare tramite
condizioni algebriche.
Sia che ¢ risulti maggiore o minore di zero, una radice dell’ equazione
X+ px + g = 0 sara sempre reale mentre le altre due risulteranno:

¢ recali e distinte, sc e solo sc la retta di equazione y = — px — g & interna
; 2/3

alla zona ¢’ombra (- p >3~[—-2‘£) ¥

 reali ¢ comcidenti, se e solo se la retla di equazione y = — px — ¢ coin-
2/3

cide con la tangente (— p =3. (g—) %

* complesse ¢ coniugate, se ¢ solo se la retta di equazione y = ~ px — q
2/3
. e , g
glace al di fuori della zona d’ombra (- p <3- (é} ).

Da un confronto sui grafici ¢ sui coefficienti angolari possiamo dunque 1i-
cavare che, in termini algebrici, oltre una radice reale ¢i saranno due radici

3 2
C )
e reali e distinic, se e solo sc (}EJ +(§J <0;

3 2
e reali e coincidentl, se e solo se (g) +(—§) =0;

3 2
. 7
° complesse e coniugale, se ¢ solo se [—;—J +(~§J >0.

Il segno di ¢, infine, determina il segno delle radici reali,
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4. Richiami su un altro metodo elementare

In un articolo di un vecchio numero della rivista Archimede si mostra'® come
calcolare il coefficiente angolare della retta tangente al grafico di una curva,
in un punto di coordinate (xo, Yo), utilizzando I'algoritmo di divisione tra po-
linomi e imponendo la condizione di annuliamento del resto. Illustriamo tale
metodo con I'esempio 2.1.1, preso proprio dall'articolo in nota 10:

Scrivere Uequazione della parabola con asse parallelo all’asse y, pas-
sante per il punto AQQ, 2) e tangente nel punio B(1, 0) alla curva di equa-
zioney = X" + 3x* - 5x + 1.

Sol. 1 punti A e B apparlengono alla parabola, pertanto la sua equazione in
generale e y = ax’ — (@ + 2)x + 2. Dal sistema tra le equazioni delle due
curve si arriva all’equazione xt—(a - 3)x* + (@ — 3)x — 1 =0, che deve es-
sere divisibile per (x — 1)2 = x* — 2x + 1, vista la condizione di tangenza. La
divisione:

= (a - N+ {a-3x—1]: (x- 1

ha resto (— @ + 7)x + a — 7, che uguagliato a zero daag="17.

Il lettore non avra difficolth a vedere che tale metodo ¢ applicabile a tuttr ghi
esempi da noi svolti nelle pagine precedenti; osserviamo, perd, che non
sempre ghi studenti hanno buona familiarita con la divisione tra polinomi.

5. Bibliografia

Bergamini M., Trifone A., Barozzi G., 2009, Corso base blu di matemalicd,
moduli SLN in volume unico 3, Zanichelli, pp. 179 e segg.

Genchi M., 2010, Risoluzione qualitativa dell’equazione di terzo grado,
Progetto Alice, T vol. XI, n. 31, pp. 131 - 152.

Greco Caliri M., 1973, Equazione della tangente a una curva, Archimede,
anno XXV, Seitembre — Dicembre, 5 — 6, anno LXX di I Bollettino di
matematica, pp. 301 - 303.

Masullo F., 2009, Proprieia ottiche ¢ derivate della parabola e dell’ellisse,
Progetto Alice, 11 vol. X, pp. 303 - 310.

Alessandro Foschi

10 Gireco Caliri M., 1973, Equazione della tangente a una curva, Archimede, anno XXV,
Settembre - Dicembre, 5 - 6, anno LXX di 11 Bollettino di matematica, pp. 301 - 303.




